Kapitel 7.4 Armstrong Kalkiil
Def: Schlusselbegriff

Sei R (A4, ..., Ay) Relationsschema mit (einigen) funktionalen
Abhangigkeiten F={X > A, Z—> B, ... }

Sei Xc{Aq ..A}

X ist Schlusselkanditat von R, wenn
1. X>A A .. A,
2. FUr keine echte Untermenge Yc X

+
gilt: Y — A A ... A,

Def: F" ist Hulle von F, d. h. Menge von funktionalen
Abhangigkeiten, die durch F impliziert werden
(Folge von F sind)

Erlauterung: R (A4, ..., A)) Schema,
F = {X1 — Y1, Xgﬁ Y2, ceny Xk — Yk}

Seien R; beliebige Instantiierungen von R, d. h.
konkrete Relationen, die F erflllen.
Die Menge aller solcher Instantiierungen sei 3 (R, F)

Eine funktionale Abhangigkeit X — Y heil3t
von F impliziert (bzw. Folge von F), wenn

VRie 3 (R,F)giltauchX —>Y




Vergleiche auch Begriffe aus Logik:

Interpretation: beliebige Instantiierungen R; fur R,
ohne dal} F gelten muf3.

Modell: Rie S (R, F)
logische Folge: von F implizierte funktionale Abhangigkeit

= 3 (R, F) ist Menge der Modelle fiir F mit Schema R,

F" ist Menge der logischen Folgen von F

Beispiel: R (A, B, C)
F={A—>B,B—C}
welche Abh. folgen aus F, was ist F'? welche X—Y?

1. ausgehendvon A—-B: A—C,AB —->B,AB > A,
AB - C, ...,
A — ABC
d. h. A ist Schlusselkandidat

2. ausgehendvonB—-C: B—-B,BC—-B,BC—>C,..,.B>J
d. h. X enthalt B, C aber nicht A
und Y enthalt nicht A
d. h. kein Schlusselkandidat

3. ausgenendvonC —-C: C—>J
Wie geht das systematisch?
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Bestimmung von Schlusseln:

Gegeben F, bestimme F* (Algorithmus dafiir?)

X ist Schlusselkandidat, wenn
X—>AA...A, € F

und X ist minimal.

Beispiel: in R (A, B, C) von oben ist nur
A — ABC € F" und minimal,
d. h. Aist einziger Schlusselkandidat.

Beispiel: Adresse (City, Street, ZIP)

CS—>Z =F
Z—C

1.Schlusselkandidat CS well CS —» CSZ

2.Schlusselkandidat SZ well Z— C
SZ— SC
SZ—» SCZ




Armstrong Axiome: zur Berechnung von F* aus F:
(1974), U sei Gesamtmenge der Attrribute einer Relation

A1: Reflexivitit: YcXcU = X—>YeF
(hangt nicht von F ab)

A2: Erweiterung: (Augmentation)
X=Y,ZcU > XZ —>YZeF'
hier ist X - Y € F oder schon abgeleitet,d. h. X —>Ye Fr

A3: Transitivitat:
X>Y,Y5Z = X—>ZeF"

obiges Beispiel:
Adresse (City, Street, ZIP)

Beweis: dald SZ Schlussel ist: CS — Z}= F

Z —>C
1. Z— C e F
2.SZ — SC nach Axiom A2
3.CS > Z in F
4. CS —- ZCS Augmentation von 3. um CS, nach A2
5.SZ —- ZCS Transitivitat aus 2. und 4.

Beweis, dalyd CS Schlusselk. trivial.
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Konsistenzlemma: Armstrong Axiome sind konsistent,

d.h. mit Axiomen A1, A2, A3 konnen nur funktionale
Abhangigkeiten abgeleitet werden.

Beweis:

ZUA1: YcX=>X->Y
seienr, s zwei Tupel in R;
Ubereinstimmung von r, s in X-Attrib.
= Ubereinstimmung vonr, s in Y-Attrib.

zuA2: X->VY,ZcU = XZ—>YZeF'

seien X, Y, Z Attribut Mengen von R
Tupel r, s seien Ubereinstimmend auf XZ, aber nicht auf YZ.
Dann mussen sich r, s bzgl. Y-Attrib. unterscheiden

i.e. Widerspruch zu X — Y, also doch XZ — YZ
zu A3: klar

Hinweis: Durch wiederholte Anwendung der Armstrong
Axiome lassen sich weitere Schlussregeln ableiten!
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Lemma:
a) Vereinigung:
X>Y,X>Z = X->YZ

b) Pseudotransitivitat:
X>Y,YW-osZ = XW->Z

c) Zerlegung:
X->VY,ZcY = X->Z
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Beweise:

a) X-oVY,X->Z
X->YX, XY - ZY Erweiterung um X bzw. Y
X—>2ZY Transitivitat

b) X->Y
XW - YW Erw; XW — Z Trans.

c) X-VY,ZcY Refl.: Y - Z

X — Z Transititvitat
g.e.d.
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Anmerkung, Lemma:

X%A1A2...An L= X%A1
X%Az

X - A,
Beweis: = Zerlegungsregel
& Vereinigungsregel

Def: Sei X c U;
Hille X" von X bezogen auf F ist die Menge von
Attributen A € U mit: X — A ableitbar aus F mit
Armstrong Axiomen, d.h. X > Ae F’

Hinweis: unterscheide X" und F”
Lemma: X — Y folgt aus Armstrong Axiomen < Y X*
Beweis: Ubung!
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Volistandigkeit des Armstrong Kalkils

Def: Vollstandigkeit:
alle funktionalen Abhangigkeiten, die aus F folgen,
sind mit Armstrong Kalkul ableitbar.
Formal:

(VReS(R F):X>Y)= X>YeF

oder: alle allgemein geltenden funktionalen Abhangigkeiten
folgen aus Armstrong Axiomen.
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Satz: Armstrong Axiome sind konsistent und vollstandig.

Beweis:
1.Kosistenzlemma, o.k.
2. Vollstandigkeit: durch Widerspruch

Annahme 1: 3 funkt. Abhangigkeit X — Y, die allgemein gilt,
aber nicht aus F ableitbar ist, d.h. Y ¢ X"
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Idee: Konstruiere spezielle Rel. R, fur die gilt:
Ry erfullt F, d.h. Ry ist zulassige Relation: R; € 3(R, F)
aber X — Y qilt nicht fur Ry, d.h. ist nicht allg. gultig
bzw. nicht logische Folge von F.

definiere R, so:

X1 Xo ... Xk Yj .-

1 1 ...1 1...1

1 1 ...1 0..0

- -

Attr. von X* andere Attr.

Jy, weil Y ¢ X
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Hilfslemma 2.1: Alle Abhangigkeiten von F sind von R;
erfullt, d.h. Ry € 3(R, F), d.h. Ry ist zulassig

Beweis: durch Widerspruch

Annahme 2: SeiV — W e F, aber von R, nicht erfullt,
d.h. 2 Tupel in R4 sind gleich bzgl. V,
ungleich bzw. W
wegen obiger Form von Ry: V < X', W ¢ X
seiAe W,Ae X'
Es gilt X - V weil V c X'
(siehe voriges Lemma)
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V — W nach Anname 2, also X - W wegen Transitivitat,

also W c X7,
somit A e X, ;
d.h. V — W wird durch R, erfullt,

Rie 3 (R, F),
d.h. Ry zulassig.
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Hilfslemma 2.2: X — Y qilt nicht fur Ry, d.h. ist nicht
allg. gultig.

Beweis: durch Widerspruch

Annahme 3: X — Y gelte fur R,
Xc X' v
also mufl wegen Form von R; Y < X" sein,
weil sonst die 2 Ry-Tupel auf X gleich,
aber auf Y verschieden waren,
(d.h. es gabe keine X — Y Abhangigkeit).
Wenn aber Y c X', dann ist X — Y aus F ableitbar,
i.e.7 zur Anname 1.
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Algorithmus  zur Berechnung von X" aus X entsprechend F

X sei feste Attributmenge

X, Y, z seien Variablen fur Attributmengen

U sei Pradikat: U (x,y): y < x Untermenge
A sei Pradikat : 4 (X, y) : x > y Abhang.
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Horn-Klausel-System (Prolog)
entsprechend Armstrong Axiomen

U((X, Y):- furalleYc XcU
d.h. U(X Yy):-
U(X, Y2) -
U(Y, Z1) -
davon gibt es viele!!
A X, Y) :- firalleX—->YeF
AXy) - UXY) i.e. A1
A (xz,yz):- A(x,y) U (U, 2) i.e. A2
AX,z) - AKXy Ay, 2z) i.e. A3
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i.e. Horn-Klausel System mit kleinstem Fixpunkt
= kleinstes Herbrand Modell M.

X'={a: A(X a)e M}

Ausfuhrung durch Aufruf  A(X, a)
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Direkter Algorithmus fiir Berechnung von X" aus X

Eingabe: U : endliche Menge von Attrib.
F : funkt. Abhangigkeiten Uber U
X: XcU

Ausgabe: X', Hulle von X bzgl. F, U

Alg. 1.X° =X
2. Xy =X U{AITIY 5ZeF:YCXAAE Z)
{Zusicherung: X; c Xi+1 < U}
bis Xi+s = X; =: X*  d.h. Fixpunkt ist erreicht!
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Beispiel: U={A,B,C,D, E, G}

F sei: AB — C D - EG
C—o>A BE— C

BC—->D CG —BD

ACD — B CE — AG

Frage: X:=BD X'=7?
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